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§1, Inleiding

In deze notitie wordt verslag ultgebracht van enkele resultaten
van een werkgroep over K-ruimten, gevormd door de schrijvers, terwijl
tevens de notatie wordt vastgelegd voor het verdere onderzoek van de=
ze groep.

Onderwerp van deze notities is het verband tussen een aantal
hieronder genoemde axioma's voor topologische ruimten., De afhankelijk-
heden tussen deze axioma's worden volledig geanalyseerd, en voor iede=-
re mogelijke combinatie worden voorbeelden geconstrueerd, die alleen

san die axioma's voldoen,

§2, Axioma'’s en stellingen

Wij beschouwen de volgende tien axioma’s:

Cpt : Elke overdekking heeft een eindige deeloverdekking (compactheid).

CI : De doorsnede van twee compacte verzamelingen is compact.

CC : EBlke compacte verzameling is gesloten.

MC : De gesloten verzamelingen zijn juist de compacte verzamelingen
(maximaal compact)o

T. ¢ Ieder punt is gesloten,

oo

Hausdorff-eigenschap,

0 : Iedere verzameling die een 5eslotén doorsnede heeft met elke com-
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pacte verzameling is gesloten,

i : Iedere verzameling die een compacte doorsnede heeft met elke
compacte verzameling is gesloten.

c ¢ Tedere verzameling die een compacte doorsnede heeft met elke

compacte gesloten verzameling is gesloten.

K : Iedere verzameling die een gesloten doorsnede heeft met elke

"compacte gesloten verzameling is gesloten.

Deze axioma's bezitten allen de volgende eigenschap ten opzichte van
het vormen van de disjuncte topologische som van twee ruimten A en B,
(Voortaan zullen wij de disjuncte topologische som asanduiden met het
symbool WAL

Dan en slechts dan voldoet de disjuncte topologische som A.Q)B aan

een axioma (X) als zowel A als B aan het axioma (X) voldoet.,

De beschouwde axioma'’s zijn niet onafhankelijk. Hun onderlinge samenq

hang is samengevat in het volgende implicatie-schemas

Mﬁp

ept

figo 1

EDe getallen bij de pijlen zijn de nummers van de bijbehorende stel=
lingen, Bij een gespleten pijl zijn beide uitgangspunten noodzakelijk

om'het eindpunt te kunnen bereikeno]

4




Stelling 1

Stelling 2

ou

Stelling 3

Stelling L

Stelling 5

Stelling 6

Stelling T
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Iedere CC=ruimte is T,o
Béwiﬁss TIeder punt is compact, dus gesloten.

Tedere i=ruimte is T1o
Bewijs: De doorsnede van een punt met een compacte ver=
zameling is leeg, of een punt, dus compact., Elk punt is

dus gesloten,

Iedere CC=ruimte is CI,

Bewijs: Als C1 en 02 cémpact zijn, dan zijn zij gesloten,
dus hun doorsnede is een gesloten deel van 02 en dus come
pact,
Tedere Tenruimte is CC,
(vewijs bekend)

Iedere C-ruimte is CC,

Bewijs: Stel A compact, dan is voor iedere gesloten com=
pacte verzameling C, C/n A een gesloten deel van een com-
pacte verzameling A, en dus compact. Hieruit volgt dat

A gesloten is, met behulp van het C-axioma.

Tedere C-ruimte is een i=ruimte, ,
Bewijs: Stel G is een verzameling met de eigenschap dat
hij met iedere compacte verzameling C een compacte door=-
snede heeft, Dan heeft hij zeker met iedere gesloten com=
pacte verzameling een compacte doorsnede, dus de verzame-
ling G is volgens het C-axioms gesloten., Hieruit volgt

het i-axioma.

Iedere i-ruimte is O,
Bewijss Stel G heeft met iedere compacte verzameling C
een gesloten doorsnede, dan heeft hij zeker met iedere

compacte verzameling C een compacte doorsnede, want een




Stelling 8

Stelling 9 :

Stelling 10 :

Stelling 11 ¢

Stelling 12 ¢

wlie

gesloten deelverzameling van een compacte verzameling is
compact. Volgens het i-axiome is G nu gesloten. Hieruit

volgt het O-axioma.

Iedere CC=O=ruimte is C,

Bewijsé Stel G heeft met iedere compacte gesloten verza-
meling C een compacte doorsnede. Cn G is dus gesloten,
Iedere compacte verzameling is gesloten, dus ook G is
volgens het O-axioma gesloten., Hieruit volgt het C-axioma,

Iedere CIl-i-ruimte is C.

Bewijs: Stel C is compact, dan heeft C een compacte door-
snede met iledere compacte verzameling C', Door toepass-
sing van het i-axioms is C nu gesloten, dus de ruimte is

CC., De stelling volgt nu uit stelling T en stelling 8.

Iedere C-ruimte is K, ,

Bevijs: Stel G heeft met iedere compacte gesloten verza-
maling C een gesloten doorsnede, dan is deze doorsnede
zeker compact, dus geldt via het C-axioma dat G geslo=

ten is. Hieruit volgt het K-axioma,

Tedere K-ruimte is O,

Bewijs: Stel G heeft een gesloten doorsnede met iedere
compacte verzameling. Dan heeft G zeker een gesloten
doorsnede met iedere compacte gesloten verzémelings dus
G is gesloten volgens het K-axioma. Hieruit volgt het

Oﬂ’a‘Xi oma..

Iedere compacte ruimte is K,
Bewijs: Stel G heeft met iedere compacte gesloten ver-
zameling een gesloten doorsnede, dan heeft. G ook met

de hele ruimte een gesloten doorsnede, dus G is geslo=

ten, Hieruit volgt het K-axiome,




Stelling 13

Stelling 1k
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Stelling 15
Stelling 16

Stelling 17

Stelling 18

Stelling 19

Stelling 20
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Iedere maximaal compacte ruimte is C,

Bewijs: De gesloten verzamelingen en de compacte ver-
zamelingen zijn identiek, De ruimte is dus CC, De ruimte
is maximaal compact, dus compact, en volgens stelling 11
en 12 is 2ij ook 0. Uit stelling 8 volgt nu het gestelde.

Tedere compacte C=ruimte is maximesal-compact.

Bewijs: Uit stelling 5 volgt, dat iedere C-riimte CC is.
Dus elke compacte verzameling is gesloten. Uit het feit,
dat de ruimte compact is, volgt dat elke gesloten verza-
meling ook compact is, dus de gesloten en de compacte

verzamelingen zijn identiek.

stellingen volgen nog enkele andere:

Een ruimte is dan en slechts dan C, als zij CC en O is.
Een ruimte is dan en slechts dan C, als zij CI en i is.

Een ruimte is dan en slechts dan maximeal compact, als

zij compact en C is,

Een compacte Hausdorff-ruimte is maximaal compact,

Bewijs: Pas achtereenvolgens 4, 12, 11, 8 en 14 toe,

federe deelruimte van een CC-ruimte is CC.,
Bewijs: Zij X een CC=ruimte, en A< X3 C € A3 C is com=
pact in A, dus C is compact in X; C is daarom gesloten

in X, Hieruit volgt: C is gesloten in A,

Iedere deelruimte van een Cl-ruimte is CI,

Bewijss Zij X een CI-ruimte, en A € X, Zijn C, en C

1 2
compacte deelverzamelingen van A. Dan zijn het compacte
deelverzamelingen van X, dus is hun doorsnede compact in

X, Hun doorsnede is dus ook compact in A.
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Stelling 21 :

Stelling 22 :

b

Stel (P) is een van de volgende vijf eigenschappen: Cpt,
0, K, C of i, dan is ieder gesloten deel van een (P)-
ruimte weer (P).

Bewijs: Voor compactheid is het bekend. Zij X de hele
ruimte. Zij A een gesloten deel van X, Zij G deelverza-
meling van A , zodanig dat voor elke compacte (resp. com=
pacte gesloten, resp. compacte gesloten, resp. compacte)
verzameling C ven de deelruimte A geldt dat G n C geslo-
ten (resp° gesloten, resp. compact, resp. compact) is.
binnen A. Als nu 8 een willekeurige compacte (resp. ge-
sloten compacte, resp. gesloten compacte, resp. compacs
te) verzameling ven X is, dan is AN C een gesloten deel-
verzameling van Cen dus, in geval het O (K, C, i)-axioma
geldt, compact (resp. compact gesloten, resp. compact ge=
sloten, resp. compact) binnen X en daarom ook binnen A,
Dus is G N (AN C) = G A & gesloten (resp. gesloten, resp.
compact, resp. compact) in A, dus ook in X, Uit de defi-
nitie van een O (K, C, i)=ruimte volgt nu, dat G gesloten
is binnen X, dus ook binnen A,

Hieruit volgt de geldigheid van het 0 (K, C, i)-axioma
voor A,

Voor de acht axioma's Tys Tps Cs K, i, CI en CC geldt,
dat de topologische disjuncte som van een willekeurig
santal ruimten aan het axioma voldoet, dan en slechts
dan als alle samenstellende ruimten aasn het axioma vol=
doen,

Bewijss Triviaal.
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§3. Lijst van voorbeelden.

Bij de weergave van elk der hieronder vermelde voorbeelden ge-

bruiken wij (waar nodig) de volgende conventies:

X is de verzasmeling waarop de topologische ruimte gedefinieerd is,

va is de collectie open verzamelingen. Een omgevingsbasis van een
punt (x) zal worden aangegeven metTka)o Een subbasis zal wor-
den sangegeven met J

;. is het stelsel gesloten verzamelingen.

C- is het stelsel compacte verzamelingen.,

g.n ] is dan het stelsel compact gesloten verzaﬁelingens

gpen X 2zijn natuurlijk altijd opgesloten, ook als dit niet expliciet

staat aangegeven.

De nummers van de voorbeelden verwijzen naar de nummers in het diagram:

zie fig. 2,

1 ¢ Compact Hausdorff: Ieder gesloten, begrensd deel van een £,
2a ¢ Locaal compact Hausdorff, niet compact: E°,
2b 3 Oneindige discrete ruimte.
2c ; Hausdorffs 1% aftelbaarheidsaxioma: de rationale getallen,
3 s X = de verzameling der ordinaalgetallen £ Q0.
d = {{a} | o < Q}Li7}?ﬂ) waarbij?fzg) = {U% IIJB ={y | v
> B} B < 9}
E= {c | ¢ is eindig}
De ruimte is Hausdorffs, mear niet O want ieder deel van een com-
pacte verzameling is gesloten.
L 3 De één-punts 'compactificatie van de rationale getallen is maxi-

maal compact, maasr niet Hausdorffs, Het laatste volgt uit het feit
dat de rationale getallen nergens locaal compact zijn. Het eerste

is een gevolg van de algemene stelling:

St : De een-punts compactificatie X v {»} van een C-ruimte X is maxi-

meal compact.

© Bewijs: Zij A een compact deel van X v {=} en = ¢ A3 dan is A com-
pact en gesloten, dus (X v {«})VA open in X v {=}, Als » € A, dan
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beschouwen we A = AN{»} , Zij C een compact gesloten deel van X
(dan is C ook een compact gesloten deel van X W {=}),

Nu is C & A=CaA een compact gesloten deel van een compacte
verzameling (in X v {=}) dus weer compact in X V {=}, Daar C ¢ X
is CAA=Cn A X een compact deel van X. X is een C=ruimte,
dus A is gesloten in X. Hieruit volgt dat AW {®} = A gesloten is
in XV {»}, q.e.ds

5 : Laat {Xi}z=1 een stelsel disjuncte copi€en van de eenpuntscompace
o0

tificatie der rationale getallen zijn. Dan is (b een voorbeeld
i=1

. - +*
C=ruimte. Pas proposities over \J

voor een niet compacte, niet Tss

toe.

6a : X is een over-aftelbare verzamelings".
;(J
7= {¢ | ¢ is aftelbaar}

L={c| ¢ is eindig}

Hieruit volgt dat ruimte T, en CC is maar niet O want ieder deel

S

van een compacte verzameling is gesloten,

6b ¢ X

4

waarbij % y = {V i piéu en ANVarftelbaar} i = 1,2
i

A v {p, ,p,} A is over-aftelbaar p, # p p. en p ¢ A
1952 o a 1 2 1 2
e} |aentvl) v
(py) 7 (p,)

i

C= {C | C is eindig}
De ruinmte is T, en CC maar niet O want ieder deel van een compac=

te verzameling is gesloten.

Ta 3 De Zariski ruimte gedefinieerd op een oneindige verzameling
X = A A oneindig
§;= {¢ | ¢ is eindig}
C=1c| cea}

De ruimte is T, en compact en CI maar niet ¢ want ieder deel van

1
een compact gesloten verzameling is compact,

Tb ¢ X = AW {p19p2} A is over-aftelbaar bp, # P, Dy en ngé A
45 .
= Ua} | a€ 83U U] )uzf“




8a

8b

11

12

0=

waarbij ’(fz; y = (v p,€ U en A\U aftelbaar}
1

yl)(’ .

U
Pa) |

P, € U en A\VU eindig

L= {c | ¢ is eindig of P, € c}
De ruimte is T, en CI en compact mear niet C want A W {p2}

heeft met iedere compacte C een compacte ddorsnede maar is niet ge=
sloten, 1

Een willekeurige verzameling X met meer dan een punt mét de indis-
crete topologie., Deze ruimte is compact maar niet T

C= {c | ¢ ¢ X}, De ruimte is CI. -

1

10

Harem:
= Av {p} A is oneindig 9Dpé¢ A
O=1{o| p¢o :

L= {c | p&cC of C is eindig}

De ruimte is niet Teo Wel compact en CI.

De natuurlijke getallen convergerende naar twee punten:
x=Nwv {w S0y } -
d = {{n}lném}ub@” vl

(w)
waarvij U~ | = {U,, |v°, c {0V &M | nz 3t i=1,2 56N
. (w,) J ' oij i
= {6 | G is eindig of w, en w, & G}

C= {c | ¢ is eindig of w, & C of m?éc}

De ruimte is compact en T,. De ruimte is niet CI want N v {w,i} en

N U{wz} zijn compact maar hun doorsnede N niet.

Iedere (niet eindige) niet gesloten verzameling A bevat niet w,
en w,
ling die met A een niet compacte doorsnede heeft. De ruimte is

beiden, dus indien we % AisNwu {wi} een compacte verzame=

dus i.

ZiJ Xk voor iedere k &N een oneindige Zariski ruimte, onderling
(] .

disjunct; dan is & Xk een voorbeeld voor een niet compacte, T
k=1
K CI niet C ruimte,

19
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13 3 ZiJ X, voor iedere k ¢ N een indiscrete ruimte met meer dan een
(- -]
. . s .+ ,
punt onderling disjunct, dan is / Xk een voorbeeld voor een
k=1

niet compacte; niet T, , CI, K ruimte,

19

16 : De gehele getallen convergerende naar boven naar twee punten:

1T

X =Z W{w19m2}
Attt | nezyo |0V
. mq) (w2)

o - e oy Y 5 = .
waarblg‘lf(wi) {uij lUlJ {{wl} neZ | nx2ilti=1,2 jeZ
g; = {G | G is naar boven begrensd of w, en w, &€ G}

/-~ #{Cc | C is eindig of C is naar beneden begrensd en wy of
w, & ¢}

X is een niet compacte, niet C, i=ruimte., X laat zich beschouwen
als de disjuncte topologische som van ruimte 11 en een aftelbare

o o A +
discrete ruimte (2). Pas nu de proposities over U toe,

Atoom met Zariski kern:

)i; A,V Ay A0 A‘l =¢ AO en A, oneindig.
- {o | A0\§O is eindig}

§’= 6 | 6 n Ay is eindig)

C=1{c]|cn A,
ng“Zi= A an Ajen An Al} is eindig. .

Ieder deel van een compact gesloten verzemeling is weer compact
, en CI. Stel

1
A heeft een gesloten doorsnede met iedere compacte verzameling.

is eindig}

gesloten, dus de ruimte is niet K. De ruimte is T

A is compact, dus AN A is eindig => A is gesloten,

0 6]
AO is te beschouwen als compacte kern, A1 als discrete periferie.

De natuurlijke getallen met beginstukken-=topologies

n|0n={k@W$!k;rﬂgnéW}
§w~= 6, |6, = k&M | x 20}, nelN)
L ={C | ¢ is eindig}

2
gmfjmﬁo

« Uit g N (7525,275 volgt dat de ruimte niet K is. Geen enkel deel van
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een compacte verzameling is gesloten, dus de ruimte is vanzelf O,

De ruimte is niet 'I'1 masy wel CI,

Fan-club:

X =Av {p} A oneindig. p ¢ A
0= {0| pe o}

2

C=1{c | ¢ is eindig}

De ruimte is niet T,, wel CI. {p} is compact maar niet gesloten,

dus als B een gesloten doorsnede heeft met iedere compacte C is
B N {p} # {p}, dus B /A {p} =0, »p ¢ B, De ruimte is dus 0,
De ruimte is niet K, want ieder deel van een compact gesloten

verzameling is compact gesloten,

Super-atoom:
Zij o een ordinasl getal a > 2, A voor iedere Y < o een onein-
dige verzameling, allen onderling discreet.

= {v? £ v &
X Y<aAy° VB Y8 AY voor B £-g

{o !Esga Voe 0V }
42

B+1

L= {c |g gea CFVgo CE Vi CAMy

Z?f?é?= D indien o een limiet getal is,
7,

ffﬁ(§= {BlBeaA

L

is eindig}
419 B eindig} voor o geen limiet getal.

De ruimte is niet T

geldt:
{a,} U A compact , maar hun doorsnede A, is
1 0 0 0

niet compact. De ruimte is niet K aangezien ieder deel van een

4 en niet CI aangezien met a, # aj, a, en al & A,

compact {a%} VA

compact gesloten verzameling weer compact gesloten is.

Als a een limiet getal is heeft geen enkele compacte verzameling
een gesloten deel, dus de ruimte is O,

Als o geen limiet getal is zijn de enige compacte verzamelingen

die een gesloten deel hebben de C met C A Aas is eindig.

i

Stela€ A ,enC=V Y {a} en C N B is gesloten, dan is

CAB={a} of CN" B =9 waaruit volgt dat B A V.

is gesloten. Hieruit volgt dat de ruimte O is,

1 ﬂgﬁg dus B
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Zariski=super-atooms

kelN en k> 1, An is voor iedere 1 X n % k een oneindige verza-

meling, alle An zijn onderling disjunct.

k m
&= = \/ = =
x=Ma.v = Ma m=t.k v =@
= Tm \ o s as
C= {0 I}O;m<k VO is eindig, 0C Vm-H}

g‘«“—“ {o 13011} < (AnCG5 n > m) en (Annc eindig voor n < m)}

6 ={c |dn CeV .,enCAA ., is eindig niet leegl

C O<mek
f §= {B T B is eindigl

De ruimte is T,Bo Aangezien ieder deel van een compact gesloten v

verzameling compact gesloten is, is de ruimte niet K. De ruimte

is wel 1.

Bewijs: Stel G niet gesloten. Dan zijn er n, en n, € {1..0n} met

R . . . indig. Zii p € .
n, n.vo An2 ¢rG en An.’ 1 ¢ is niet eindig ZlJ P Ane\(; dan 1is
{p} v A een compacte verzameling die doorsneden met G oplevert
1
An N ¢ dewelke niet eindig is in An en dus niet compact is.
1 1

21 3 Zariski-superatoom met Zariski=kern:

ke, x 2 2 voor j =0, 1, 2,000, k is A, een oneindige verzame-

K
ling tervijl A, 0 A, =0 voor i # 5. X= M A,

m i=0 71
= U
Vm =0 An
& {0 ] jlg( <k VO is eindig, 0 < vm+1}

{in het bijzonder is AO\O altijd eindig)

@2 {c I‘%j“o‘%mmk A & G voorn >m, en A.nﬂ(; is eindig voor n < m}

(in het bijzonder is ¢ N A, altijd eindig)

5 ={c| ce Ay of - C=V ,yenCnA__, is eindig niet
my0sm<k
leeg}
Lal= (B | B is eindig}

De ruimte is T, maar niet CI aangezien voor P, en pé € A5, D, # Pés

1
{pz} UV, en ip%} v V, compacte verzamelingen zijn maar hun door-

gnede V’.l niet. Ieder deel van een compact gesloten verzameling is
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compact gesloten, dus de ruimte is niet K. De ruimte is niet i

sangezien A, een niet gesloten verzameling is die met iedere com-

pacte verzageling een compacte doorsnede heeft.

1 < n, £ k waarvoor

G N An% oneindig en ¢ N An2 eindig is. Kies pn2 e Anz\(: aan is
{pa} J An.ﬁ een compacte verzameling die met G de doorsnede G A A1
heeft die niet gesloten is. De ruimte is dus O,

Stel G niet gesloten, dan is er een 0 < n

Zariski-superatoom met oneindig veel schillen. A, 1is voor iedere

k

k ¢ N een oneindige verzameling onderling disjunct,

. k

= J = =
Ziay V=9 v =x

k
U= 10 | (3,

<3

ery {O}Vm\\o is eindig O < va)g, of VN0 is eindigh

ég: {c | ('jmém V 10 G is eindig, X°W < G}, of G is eindigl
= {C lgmeﬁw{o} CcV oA NCis eindig niet leegl

Ca gm {B | B is eindigl).

nyd s s 0 0 .
De ruimte is T, niet CI want p, # P, Pp . PLE A, ™ {pe} U A,
zelf is niet compact.

en {P;Vz} « A, compact maar A

1 1
De ruimte is niet O want kies in iedere Ak een punt Py dan is de
verzameling P = {Pk | ¥k €N} een niet gesloten verzameling die

een eindige dus gesloten doorsnede heeft met iedere compacte ver=

zameling,

B is een oneindige verzameling, A is een overaftelbare verzameling.
BnA=@ X=AuUB.

= {0 | 0 ¢ A} v {0 ] A0 is aftelbaar, B\O is eindig}

gﬁ {6 | BeGluie | AnG is aftelbasr, B AG is eindig}

C= 1c | AncC is eindig}

Kf nl= {D | D is eindigl v {D | D~ A is eindig, B ¢ D}

De ruimte is T? maar niet CC want als b € B dan is B\{b} compact
maar niet gesloten. A is niet gesloten verzameling die met iedere

compacte verzameling een eindige dus gesloten doorsnede heeft, dus

de ruimte is niet 0. De ruimte is duidelijk CI,




2k : A is een overaftelbare verzameling, B is een verzameling bestaan-
de uit minstens twee punten.
AnB=p§ X=AuUB,
C={0]| 0calv {0] B€ 0 en ANO is aftelbaar}
§%= {6 | Be G}v {0 | G aftelbaar Bn G =@}
C=1c] cn A is eindig}
g;ﬂé ={D | Dn A is eindigen (B D of BN D =@)}

De ruimte is niet 'I‘,do A is een niet gesloten verzameling die een
gesloten doorsnede heeft met iedere compacte verzameling, dus de

ruimte is niet O, De ruimte is duidelijk CI,

25 3 A, en A2 zijn twee disjuncte copieen van de ruimte X uit voorbeeld 3.
Hauhr topologieen zijn aangegeven door ﬁ; en (%/o De stelsels geslo=
ten verzamelingen door % en % ete,

X=A1U A2

- |
o] oca, € 0, A, 0€ ()

ga {c | Ge A, Gé%of.&accg A0 G-é%}
éﬂ{CiC(.A enC£’§ofC¢A1 enCﬂAeé Zf;_,}

O@@rofﬁ.

1
De ruimte is duidelijk niet Tyo AE\{QZ} is een niet gesloten ver=
zameling die een compacte doorsnede heeft met iedere compacte
verzameling, dus de ruimte is niet O, Zijn tenslotte a, en aé twee
verschillende punten uit A, dan zijn {ae} Y A,ﬂ’ en {aé} U A, compact

maar A, niet, dus de ruimte is niet CI,

De overgebleven gaten kunnen worden opgevuld met disjuncte topologische
verenigingens

+ + + + . .
9=8w11 10=Tuvi1ll 1h=13UVi6 15 = 12 16, Dit volgt uit

. +
de eigenschappen van ¥/ .

9 voorbeelden zijn in staat om tezamen met hun onderlinge disjuncte
topologische verenigingen het diagram te vulien, Neem de voorbeelden:
1, 2, 3, 4y, 7, 8, 11, 17, 20,

Het diagram is dan als volgt te vullens

+

& &




=16

1= 1 9 = 8¢ 11 17 = 17 25 =308 11
2=2 0= 7911 18= 8017

3 =3 11 = 11 19= 891107

b=l 125 297 20 = 20

5=20L 13= 208 21 = 17 & 20

6=30k = 288Y 1 22= 3020

T=7 15= 20 T 11 23= 3 7

8 =8 16 = 2011 2h = 3¥ 8




